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基于选择性测量的压缩感知去噪重构算法 

裴立业，江桦，麻曰亮 

（解放军信息工程大学，河南 郑州 450001） 

摘  要：针对压缩感知中噪声折叠现象严重影响稀疏信号重构性能的问题，提出一种基于选择性测量的压缩感知

去噪重构算法。首先从理论上解释了压缩感知中噪声折叠现象；然后提出一种基于测量数据的特征统计量，推导

分析其概率密度函数，并基于此构造一种噪声滤波矩阵，用于优化测量矩阵，实现智能地选择信号分量、过滤噪

声分量，提高测量数据信噪比；最后，通过增加测量数据获取次数可进一步提升算法重构性能。仿真实验表明，

基于选择性测量的压缩感知去噪重构算法明显改善了低信噪比条件下信号的重构性能。 
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Denoising recovery for compressive sensing 

based on selective measure 

PEI Li-ye, JIANG Hua, MA Yue-liang 

(PLA Information Engineering University, Zhengzhou 450001, China) 

Abstract: In order to reduce the effect of noise folding (NF) phenomenon on the performance of sparse signal recon-

struction, a new denoising recovery algorithm based on selective measure was proposed. Firstly, the NF phenomenon in 

compressive sensing (CS) was explained in theory. Secondly, a new statistic based on compressive measurement data was 

proposed, and its probability density function (PDF) was deduced and analyzed. Then a noise filter matrix was con-

structed based on the PDF to guide the optimization of measurement matrix. The optimized measurement matrix can se-

lectively sense the sparse signal and suppress the noise to improve the SNR of the measurement data, resulting in the im-

provement of sparse reconstruction performance. Finally, it was pointed out that increasing the measurement times can 

further enhance the performance of denoising reconstruction. Simulation results show that the proposed denoising recon-

struction algorithm has a better improvement in the performance of reconstruction of noisy signal, especially under low SNR. 
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1  引言 

随着信息技术的飞速发展，人们对信息量的需

求越来越大，携带信息的信号带宽也越来越宽，以

传统奈奎斯特采样定理为基础的信号处理框架对

采样速率的要求也越来越高，有时甚至高达数吉赫

兹，而现有硬件设备尚无法满足其对模数转换能力

的要求
[1]
。压缩感知

[2~4]
(CS, compressive sensing)作

为一种新的信号处理理论，为信号的数字化过程提

供了一种新的选择。CS 理论指出：如果信号是稀

疏的或可压缩的，便可利用特定的测量矩阵将高维

信号线性投影到一个低维空间，且不会造成重要信

息的丢失，最后通过求解一个优化问题可以从低维

测量数据中高概率重构出原始信号。在该理论框架

下，信号的采样速率不再取决于信号的带宽，而与

信息在信号中的表现形式密切相关，从而极大降低

了对采样速率的要求。目前，CS 理论已广泛应用

于宽带频谱感知
[5~7]
、图像处理

[8,9]
等领域。 

压缩感知的重构性能对噪声非常敏感，即噪声

的引入会大大降低压缩感知的重构性能。实际应用
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环境下压缩感知面临的噪声主要分为 2类：信号噪

声和测量噪声。信号噪声是指压缩采样之前污染稀

疏信号的噪声；测量噪声是指压缩采样之后污染测

量数据的噪声。现阶段，大部分文献将信号噪声和

测量噪声统一归纳为测量噪声进行处理。文献[10]

利用
2
l 范数约束重构噪声，将稀疏重构问题转化为

带约束的优化问题，提出去噪基追踪（BPDN, basis 

pursuit denoising）算法。在噪声功率已知的情况下，

丹齐克选择（DS, Dantzig selector）算法
[11]
也可较好

地实现含噪信号的重构。为了提升算法的抗噪声性

能，也有学者对贪婪类算法进行了多种改进，如规

则化正交匹配追踪（ROMP, regularized orthogonal 

matching pursuit）
[12]
、子空间追踪（SP, subspace 

pursuit）
[13]
及压缩采样匹配追踪（CoSaMP, com-

pressive sampling matching pursuit）
[14]
。近年来的研

究
[15,16]
表明，经过压缩测量，噪声功率会被成倍放

大，严重影响稀疏信号的重构性能，这种现象被称

为噪声折叠（NF, noise folding）现象。文献[15]指

出白噪声经过压缩测量会变为有色噪声，影响信号

重构，同时作者提出一种白化色噪声的方法。文献[17]

分析了在欠采样情况下，噪声折叠现象对无线通信

应用的影响，包括移动电话、数字广播、GPS 和

Wi-Fi等。针对噪声折叠现象，文献[18]将最小
1
l 范

数与迭代硬阈值算法相结合，降低噪声分量对重构

性能的影响，提高选取正确支撑集的概率。CDS 

(compressive distilled sensing)算法
[19,20]
在迭代过程

中，每一步都利用先前测量数据提供的信息，将后

续测量数据聚焦到适当的信号子空间，用以提升测

量数据的信噪比，然而该方法也是基于压缩采样后

的数字信号处理。 

已有的抗噪声算法的主要思路是：直接对包含

噪声的信号进行压缩采样，之后在稀疏重构过程中

利用数字信号处理技术抑制测量数据中的噪声分

量，实现重构算法性能的提升。然而这种基于后端

处理的稀疏重构算法对噪声折叠现象的抑制不理

想。借鉴传统奈奎斯特采样理论中带通采样前利用

抗混叠滤波器滤掉带外噪声的思想，本文提出一种

基于选择性测量的压缩感知去噪重构算法。首先，

推导分析测量数据的概率统计特征，并基于此得到

原稀疏信号各位置包含信号分量的概率，随后利用

该信息指导测量矩阵的优化，在压缩测量过程中智

能的选择信号分量、抑制噪声分量，从而从源头上

滤除信号噪声，提高测量数据信噪比，为稀疏信号

重构打下良好基础。 

2  压缩感知中噪声折叠现象 

2.1  压缩感知理论基础 

假设一实离散信号 N
R∈x 拥有少数个非零元

素，则其被称为稀疏信号，非零元素个数
0

K = x 表

示信号稀疏度，压缩测量是指构造一个合适的

M N× 维测量矩阵Φ，将高维信号 N
R∈x 线性投影

到一个低维空间，得到测量数据 M
R∈y 。 

 =y Φx  (1) 

虽然从 y中恢复 x是一个病态问题，但若信号

x是稀疏的，且测量矩阵Φ满足 k-阶 RIP（restricted 

isometry property）特性，则可以从低维空间 y中精

确或以较高概率重构原信号。如果测量矩阵Φ满足

RIP特性，则存在常数 [0,1)
k
∈δ 满足 

 
2 2 2

2 2 2
(1 ) (1 )

k k
− +x Φx x≤ ≤δ δ  (2) 

其中， x为任意稀疏度为 K的稀疏信号。信号重构

过程可表示为
0
l 范数意义下的优化问题 

 
0

min s.t.
N

R∈
=

x

x y Φx  (3) 

已有的求解方法主要包括2大类：凸松弛方法
[10,11]
，

通过线性规划方法求解；贪婪迭代算法，包括

OMP
[21]
、ROMP

[12]
以及 CoSaMP

[14]
等。 

2.2  噪声折叠现象 

噪声折叠现象由信号噪声引起，故本文重点关

注信号噪声，忽略测量噪声。假设信号噪声 N
R∈w

为高斯白噪声，且均值为 0，方差为 2δ ，故测量值
y可表示为 

 ( )= + = + = +y Φ x w Φx Φw Φx n  (4) 

为了更方便地分析噪声折叠现象，测量矩阵
M N

R
×∈Φ 除满足 RIP特性之外，本文对其做出 2个

假设。 

1) 测量矩阵Φ行向量之间满足正交特性，且

能量相等，即 

 
, ,

1

0,

,

N

i k j k

k

i j

E i j=

≠⎧
= ⎨ =⎩

∑φ φ  (5) 

2) 测量矩阵Φ列向量进行归一化处理，即 

 2

,

1

1, 1,2, ,
M

i k

i

k N

=

= =∑ �φ  (6) 

其中，
,i k

φ 表示矩阵 Φ 的元素。由于压缩感知原理
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要求每个测量数据尽可能多地包含原始信号信息，

这就需要测量矩阵 Φ的各行之间尽可能是正交的。

现有测量矩阵中满足伯努利分布的±1矩阵、局部哈

德玛矩阵等均满足行向量能量相等的假设，故上述

假设具有合理性。 

根据假设条件可知 

 

2 2

, , 2
1 1 1

2 2

, ,2 2
1

M N N

m n n

m n n

M

m m

m

N

M

φ
= = =

=

= =

= =

∑∑ ∑

∑

Φ

Φ Φ

i

i i

 

(7)

 

其中，φm,n表示矩阵 Φ 的元素，
,m

Φ
i

表示矩阵 Φ

的第 m个行向量，
,n

Φ
i

表示矩阵Φ的第 n个列向量。

通过式(7)可知，
2

, 2m

N
E

M
= =Φ

i

，故 H

M

N

M
=ΦΦ I ，

其中，
M
I 表示 M维单位矩阵。 

测量值的噪声分量 n协方差矩阵为 

 

H H

H H

2 H 2

( ) ( ) ( )

( )

M

E E E

E

N

M

= −
=

= =

C nn n n

Φww Φ

ΦΦ Iδ δ

 

(8)

 

故 2 2

n

N

M
=δ δ ，即测量过程将原噪声分量方差放大

N

M
倍，也就是噪声折叠现象。这主要因为压缩测

量过程将与稀疏信号零分量对应的噪声混叠到信

号中，造成了噪声的成倍放大。而稀疏信号经压缩

测量之后功率基本保持不变，从而造成信噪比急剧

下降，影响压缩感知重构性能。 

3  算法理论分析 

噪声折叠现象是低信噪比条件下压缩感知重

构性能严重恶化的重要原因。已有重构算法大部分

基于后端处理，即在压缩测量过程中先引入噪声，

再利用信号处理方法去除噪声对重构算法的影响，

而后端处理方式对噪声折叠现象的抑制不理想。本

文从另一角度出发，采用传统奈奎斯特理论中带通

采样前先利用抗混叠滤波器滤掉带外噪声的思想，

在信号噪声被放大前先对其进行抑制，从而从源头

上降低信号噪声对重构性能的影响。 

3.1  系统和信号模型 

本文重点考虑频域稀疏的信号，图 1给出了本

文算法的理论框架。 

 

图 1  基于选择性测量的压缩感知去噪重构算法理论框架 

假设接收信号 N
R∈x 在频域稀疏，故其在频

域的投影 =X Fx拥有 K N� 个非零元素，且每

个非零元素的幅度 ( )X i 在 [ ],a b 上服从均匀分

布，其中，F表示离散傅里叶变换（DFT），
inv

F 表

示离散傅里叶逆变换(IDFT)，K表示稀疏度，w表

示均值为 0，方差为 2σ 的高斯白噪声，其在频域

投影表示为 =W Fw，Φ表示M N× 维测量矩阵，

元素服从均值为 0，方差为
1

M
的高斯分布，即

1
(0, )N

M
Φ∼ ， N N

R
×∈P 表示噪声滤波矩阵，用

于抑制与稀疏信号零分量对应的噪声分量，其为

对角矩阵，对角元素分别表示稀疏信号频域各位

置包含信号分量的概率。 N N
R

×∈P 表示矫正矩阵，

为对角矩阵，其作用为消除压缩采用过程中噪声

滤波矩阵对原始信号的影响。噪声滤波矩阵 P 的

构造为本文算法的核心部分，下面对其进行详细

分析。 

3.2  噪声滤波矩阵的构造及算法实现 

压缩测量过程可表示为 

 
inv

( )= +y ΦF PF x w  (9) 

噪声滤波矩阵 P 初始化为单位矩阵，故式(9)

可化简为 

 
inv inv

( )

( )

( )

= +
= +
= +

y Φ x w

Φ F X F W

Θ X W

 

(10)

 

其中，
inv

=Θ ΦF 表示感知矩阵，
inv

F 表示稀疏表示

基，为 IDFT，由于
inv

F 为酉矩阵，故Θ矩阵元素服

从均值为 0，方差为
1

M
的循环对称复高斯分布，即

1
(0, )CN

M
Θ∼ 。利用测量数据可以得到一种新的

特征统计量 R为 

 H H ( )= = +R Θ y Θ Θ X W  (11) 

其中，当感知矩阵Θ满足 RIP特性时，R与 X 具有

一定的似然性，故其被称为代理幅值。R中元素可

表示为 
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H H

H H H H

( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

i i i j

j i

i i i j i i i j

j i j i

R i X i W i X j W j

X i X j W i W j

≠

≠ ≠

= + + +

= + + +

∑

∑ ∑

θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ

 

  (12) 

其 中 ，
i

θ 表 示 感 知 矩 阵 Θ 的 第 i 列 ， 由

1
(0, )CN

M
Θ∼ 可知 H

i i
θ θ 服从自由度为M 的 2χ 分

布，当M 很大时， H

i i
θ θ 近似服从均值为 1，方差为

1

M
的实高斯分布，即 

 H 1
1,

i i
N

M

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

θ θ ∼  (13) 

由于 inv( ) inv( )i N i−′=F F ，即 IDFT矩阵的第 i列与

第 N i− 列共轭相等，故 ( )i N i−′=θ θ ，所以 H

i j
θ θ 满足

如下分布 

 H

2
0, ,

1
0, ,

i j

CN i j N j i
M

CN i j N j i
M

⎧ ⎛ ⎞ + = ≠⎜ ⎟⎪
⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ + ≠ ≠⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

θ θ ∼

且

且

 (14) 

由于 ( ) U( , )X i a b∼ ，当 ( ) 0X i ≠ 时，有 

 

H

H H

2 2 2

E( ( )) E( ( ))

D( ( ( )))=D( ( ( )))

1 ( ) ( ) ( )

2 12 4 24

i i

i i i i

X i X i

X i X i

b a a b b a

M

⎧ =
⎪

ℜ ℑ⎪
⎨

⎛ ⎞− + −⎪= + +⎜ ⎟⎪
⎝ ⎠⎩

θ θ

θ θ θ θ  (15) 

其中， ( )ℜ i 表示取实部， ( )ℑ i 表示取虚部。当

( ) 0X i = 时，有 

 

H H

H H

2 2

E( ( ( ))) E( ( ( ))) 0

D( ( ( ))) D( ( ( )))

1 ( ) ( )

2 12 4

i i i i

i i i i

X i X i

X i X i

b a a b

M

⎧ ℜ = ℑ =
⎪

ℜ = ℑ⎪
⎨

⎛ ⎞− +⎪= +⎜ ⎟⎪
⎝ ⎠⎩

θ θ θ θ

θ θ θ θ  (16) 

通过 2(0, )N σw ∼ 可知 =W Fw元素服从均值

为 0，方差为 2σ 的循环对称复高斯分布，故 

H H

H H 2

H H 2

E( ( )) E( ( )) 0

1 1
D( ( ( ))) D( ( ( )))

2 2

1
D( ( ( ))) D( ( ( )))

2

i i i j

j i

i i i i

i j i j

j i j i

W i W j

W i W i
M

N
W j W j

M

≠

≠ ≠

⎧ = =⎪
⎪
⎪⎪ ⎛ ⎞ℜ = ℑ = +⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪ +ℜ = ℑ =⎪
⎪⎩

∑

∑ ∑

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

σ

σ

  (17) 

本文用
0

H 表示 ( ) 0X i = ，
1

H 表示 ( ) 0X i ≠ 。

当 N很大时，根据中心极限定理可知代理幅值 ( )R i

的实部、虚部近似服从高斯分布，即 

 

0

0

1

1

2

0

2

2

1

2

: ( ( )) (0, )

( ( )) (0, )

: ( ( )) ( ( ( ( ))), )

( ( )) ( ( ( ( ))), )

R

R

R

R

H R i N

R i N

H R i N E X i

R i N E X i

⎧ ℜ
⎪

ℑ⎪⎪
⎨

ℜ ℜ⎪
⎪ ℑ ℑ⎪⎩

∼

∼

∼

∼

σ

σ

σ

σ

 (18) 

其中，
0

2 2

2 2

( ) ( )

12 4 1 2

2 2 2
R

b a a b
K

N

M M

⎛ ⎞− ++⎜ ⎟ +⎛ ⎞⎝ ⎠≈ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

σ σ ， 

1

2 2

2

2 2

( ) ( )

12 4 ( ) 1 2

2 24 2 2
R

b a a b
K

b a N

M M

⎛ ⎞− ++⎜ ⎟ − +⎛ ⎞⎝ ⎠≈ + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

σ σ  

根据 ( )R i 概率分布特征可知，当 ( ) 0X i = ，即

在 H0情况下，特征统计量
2

( )R i 服从自由度为 2，

方差为
0

2

R
σ 的 2χ 分布，其概率密度函数（PDF）为 

 
2

0

0

2

0 2

1
( ) e

2

R

x

R

f x H
−

= σ

σ
 (19) 

当 ( ) 0X i ≠ ，即在 H1 情况下，特征统计量

2

( )R i 近似服从自由度为 2，方差为
1

2

R
σ ，参数为

2

a b+
的非中心 2χ 分布，其 PDF为 

 

2

2

1

1 1

2

2

1 02 2

1
( ) e

2 2

R

a b
x

R R

a b
f x H I x

+⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠− ⎛ ⎞+= ⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

σ

σ σ
 (20) 

其中，
0
( )I ⋅ 表示第一类 0阶修正贝塞尔函数。 

利用 Bayes公式，用先验概率表示后验概率为 

 
( ) ( )

( ) , 0,1
( )

i i

i

f x H P H
P H x i

f x
= =  (21) 

所以 

1 1 1

0 0 0

1 1

1

0 0 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

P H x f x H P H

P H x f x H P H

f x H P H
P H x

f x H P H f x H P H

=

⇒ =
+

 

(22)

 

信号的稀疏度为 K ，故
1 0

( ) , ( )
K

P H P H
N

= =  

N K

N

−
，结合特征统计量

2

( )R i 概率密度函数，式

(22)等价于 
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1

2

2 2

1 1 0

1 0

0 2

1

2
2

2 2

0 2 2

2
( )

( ) e
2

R R

R

a b
x

x

R

R R

a b
KI x

P H x

a b
KI x N K

σ σ

σ

σ
σ σ

+⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠ −

⎛ ⎞+
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (23) 

根据式(23)，利用特征统计量
2

( )R i 可以得到稀

疏信号频域 i位置包含信号分量的概率
i
p ，由此得

到噪声滤波矩阵

1

2

N

p

p

p

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P
�

。 

构造噪声滤波矩阵的式(23)用到了多个变量，

主要为稀疏度 K，信号平均幅度
2

a b+
以及方差

1

2

R
σ

和
0

2

R
σ 。实际情况下，式(23)所需变量不一定都能预

先知道，当某一变量未知时，可以采用相关方法对

其进行估计。文献[22]提出一种估计稀疏度 K 的方

法。信号平均幅度
2

a b+
，方差

1

2

R
σ 、

0

2

R
σ 可利用广

义对数似然比检验方法估计得到。首先获取 S个相

互独立的观测数据
s
y ，则 ( )( )X iℜ 和 ( )( )X iℑ 的最

大似然估计可表示为
ML

1

1ˆ ( ) ( ( ))
S

R s

s

X i R i
S =

= ℜ∑ ，

ML

1

1ˆ ( ) ( ( ))
S

I s

s

X i R i
S =

= ℑ∑ 。
2

a b+
的最大似然估计为

{ }2 2
^

ML ML

1

ML

ˆ ( ) ( )

2

K

R

i

sort X i i
a b

K

=

+
+ =

∑
， 其 中 ，

{ }sort i 表示降序排列。估计变量
2

a b+
时应用到的

支撑集 i组成集合Ω ，剩余的支撑集 i组成集合 cΩ 。
方差

1

2

R
σ 和

0

2

R
σ 的最大似然估计可分别表示为 

{ } { }( )
1

2

ML

2
2

ML ML

1

ˆ

1 ˆ( ( )) ( ) ( ( )) ( )
2

R

S

s R s

i s

R i X i R i i
S

K

Ω

σ

∈ =

=

ℜ − + ℑ −∑ ∑  

{ } { }( )
0

2

ML

2 2

ML ML

1

ˆ

1 ˆ( ( )) ( ) ( ( )) ( )
2c

R

S

s R s

si

R i X i R i i
S

N K

Ω

σ

=∈

=

ℜ − + ℑ −

−

∑ ∑  

各参数在估计时可能存在偏差，但这些偏差对

本文算法的影响有限，这主要因为变量估计的偏

差，虽然会对式(23)计算结果 ( )1
P H x 的准确度有

所影响，但不会改变式(23)针对特征统计量
2

( )R i 的

单调递增性，所以较大的特征值
2

( )R i 仍然对应较

大的 ( )1
P H x ，也就保证了本文算法对噪声的抑制

作用，提高了测量数据的信噪比。 

原有压缩感知算法利用测量矩阵对稀疏信号

频域每个位置进行相同的感知，不管其包含的是

信号分量还是噪声分量，都造成了噪声折叠现象。

而本文算法根据本节构造的噪声滤波矩阵可以智

能地对每个频域位置包含的信息进行压缩测量，

如果该频域位置包含信号分量的概率较大，就增

大对其的压缩感知力度，使其在测量数据中的信

息量变大，反之，则降低对其的感知力度，减少

其在测量数据中的信息量，从而达到降低噪声分

量对测量数据影响的目的，提升压缩测量数据的

信噪比，降低噪声折叠现象的影响，最终实现重

构性能的提升。 

综上所述，现将基于选择性测量的压缩感知去

噪重构算法步骤归纳如下。 

步骤 1  初始化噪声滤波矩阵 P 为单位矩阵，

根据式(10)获取测量数据 y。 

步骤 2  利用测量数据 y计算特征统计量
2

( )R i

及其概率密度函数，并利用式(23)计算得到原稀疏

信号频域每个位置包含信号分量的概率
i
p 。 

步骤 3  根据步骤 2所得
i
p ，更新噪声滤波矩

阵 P ，根据式(9)重新获取测量数据 y。 

步骤 4  利用测量数据 y和感知矩阵
inv

ΦF 重构

出稀疏信号 X ，根据稀疏信号 X 的支撑集修改噪

声滤波矩阵 P，与信号 X 支撑集对应的噪声滤波矩

阵 P对角元素改为其倒数，其余元素设为 0，组成

矫正矩阵 P ，最终得到原始信号的重构结果

inv
ˆ =x F PX 。 

3.3  算法性能与复杂度分析 

本文去噪重构算法的优势主要体现在利用选

择性测量结构提升测量数据信噪比，从而改善算法

重构性能。本文提出的选择性测量结构对测量数据

信噪比的提升可利用式(19)、式(20)和式(23)近似得

到。噪声滤波矩阵的主要作用是抑制噪声分量，选

择信号分量，其作用可简单表示为 

 ( )+ = +X W P X W� �  (24) 

ˆ

I
X

ˆ

I
X

ˆ

I
X
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其中， X� 和W� 分别表示滤波后信号和噪声， X和

W 分别表示滤波前信号和噪声， P 表示噪声滤波

矩阵。不失一般性，假设信号 X非零元素位置为：

1, 2, …, K，即 0, 1,2, ,
i

X i K≠ = � , Xi表示向量 X第

i 个元素。根据式 (24)可知： ( )2 2

1 1
2

p X= +X�  

( ) ( )2 2

2 2 K K
p X p X+ +� ， ( ) ( )2 2 2

1 1 2 2
2

pW pW= + +W�  

( )2N N
p W+� 。 由 于 2(0, )Nw ∼ σ ， 故 2

1
W ≈  

2 2

2 N
W W≈ ≈� ，为计算方便，假设非零元素 Xi幅值

近似相等。故 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )
( )

2
2 2 2

1 1 2 22

2 22 2

1 1 2 2
2

2 2 2 2

1 2

2 2 2 2

1 2

22 2 2

1 2
2

22 2 2

1 2
2

K K

N N

K i

N i

K

N

p X p X p X

pW p W p W

p p p X

p p p W

N p p p

K p p p

+ + +
=

+ + +

+ + +
=

+ + +

+ + +
=

+ + +

X

W

X

W

�
�

� �

�

�

�

�

 

(25)

 

 
( )
( )

2

2

2
2 2 2

1 2
2

2 2 2 2

1 2
2

2

2

K

N

N p p p

K p p p

+ + +
⇒ =

+ + +

X

W

X

W

�

�
�

�

 (26) 

其中，pi根据式(23)可得。基于式(19)和式(20)可知，

在 H0 情况下，特征统计量
2

( )R i 期望为
0

2
2

R
σ ，在

H1情况下，特征统计量
2

( )R i 期望为
22

1
2

R i
X+σ 。

利用特征统计量
2

( )R i 期望值可分别近似估计噪声

滤波矩阵元素 pi，且 1 2 K
p p p≈ ≈� ，

1K
p + ≈  

2K N
p p+ ≈� ，故式(26)可进一步化简为 

 

2

2

2

2

2 1

2 2 2

1 1
2

2

2

( )
K

Np

Kp N K p +

≈
+ −

X

W

X

W

�

�

 (27) 

由于
1 0

22 2
2 2

R i R
X+ >σ σ ，

1 1K
p p +> ，所以滤波

之后信号信噪比提升明显，验证本文基于选择性测

量结构的去噪重构算法的有效性。 

下面简单分析算法的计算复杂度。根据 3.2 节

归纳总结的算法实现步骤可以发现，在步骤 4利用

重构算法恢复稀疏信号之前，算法计算复杂度主要

包括 3部分，分别为 2次测量数据的获取和噪声滤

波矩阵的计算。获取测量数据的计算复杂度为

( )O MN 。噪声滤波矩阵的计算复杂度分为 2部分：

一部分为特征统计量
2

( )R i 的获得，获得单个特征

统计量的计算复杂度为 ( )O M ，本文算法需要 N个

特征统计量用于估计噪声滤波矩阵，故该部分计算

复杂度为 ( )O MN ；另一部分根据式(23)计算稀疏信

号频域每个位置包含信息分量的概率 pi，其中，第

一类 0阶修正贝塞尔函数可通过查表快速得到，且

式(23)中乘法次数有限，故其计算复杂度较小。重

构算法以计算复杂度较低的 OMP 算法为例，其计

算复杂度仍为 ( )O KMN ，所以相对于重构算法，本

文去噪重构算法增加的计算复杂度非常有限。故本

文提出的基于选择性测量的压缩感知去噪重构算

法的计算复杂度主要由所选重构算法的计算复杂

度决定。 

3.4  多次测量提升噪声滤波矩阵构造精度 

3.1节到3.3节介绍了单次测量时噪声滤波矩阵

的构造过程，并基于此总结归纳了去噪重构算法实

现步骤。通过分析噪声滤波矩阵的构造过程可以发

现，噪声滤波矩阵 P 的构造主要基于特征统计量
2

( )R i 及其概率密度函数。在稀疏信号支撑集不变

的前提下，通过增加测量次数可成倍降低特征统计

量
2

( )R i 的方差，提高稀疏信号频域每个位置包含

信号分量概率
i
p 的计算准确度，提升噪声滤波矩阵

对噪声折叠现象的抑制程度，从而改善算法重构性

能。通过以上分析可知，将单次测量去噪重构算法

向多次测量扩展，仅需将 3.2节算法步骤 1中获取

单次测量数据 y变为获取多次测量数据的均值 y ，

用于提升噪声滤波矩阵的构造精度，后续步骤无需

改变。 

4  实验结果与分析 

本文利用Matlab平台进行仿真实验。仿真实验

参数设置如下：稀疏信号长度 N=1 024，稀疏度

K=40，稀疏表示基为离散傅里叶逆变换矩阵 Finv，

信号在频域的非零元素位置随机改变，且非零元素

幅值|X(i)|在[10,16]上服从均匀分布，测量数据长度

M=512，测量矩阵 M N
R

×∈Φ 为高斯随机矩阵，其元

素服从均值为 0，方差为
1

M
的高斯分布。信号噪声

w均值为 0，方差为 2σ 的高斯白噪声，信号噪声方

差 2σ 由信噪比 SNR 确定，SNR 在后续实验中直接
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给出。本文信噪比定义为稀疏信号功率与信号噪声

功率之比：

2

2

2

2

10lgSNR

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

x

w

。本文选择归一化均

方误差（NMSE, normalized mean square error）和重

构成功概率作为算法性能评价标准，其中，
2

2

2

2

ˆ
ENMSE

⎧ ⎫−⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

x x

x

，x表示原信号， x̂表示重构

信号；若重构信号支撑集与原信号频域非零元素位

置相匹配，则认为本次实验信号重构成功。本文实

验共采用 3种重构算法对含有信号噪声的稀疏信号

进行重构，并对其重构性能进行对比。重构算法分

别为：OMP算法、L1+IHT算法和本文提出的去噪

重构算法（denoising OMP）。OMP算法的具体实现

过程参照文献[21]，L1+IHT算法的具体实现过程参

照文献[18]，本文在 3.2节已给出 denoising OMP算

法的具体实现过程。仿真结果均通过 1 000次蒙特

卡洛实验得到。 

图 2 给出了不同信噪比条件下，利用本文

denoising OMP算法与 OMP算法和 L1+IHT算法对

稀疏度 K=40 的原信号进行重构的性能对比。如

图 2所示，随着信噪比的增加，3种算法重构性能

都有所提升，但本文 denoising OMP算法明显优于

另外 2种重构算法。L1+IHT算法基于后端数字信号

处理抑制噪声影响，而本文算法在噪声放大前利用

噪声滤波矩阵对其进行抑制，通过对比说明本文提

出的基于前端处理的噪声抑制结构优于已有的后

端处理结构。 

图 3 给出了信号稀疏度 K 不同情况下，本文

denoising OMP算法与 OMP算法和 L1+IHT算法的

重构性能曲线，其中，信噪比 SNR=20 dB。仿真结

果表明，随着稀疏度 K的变大，3种算法重构性能

都有所下降，这主要是因为随着 K的变大，感知矩

阵 Θ的 RIP特性会变差，影响重构性能。图 3中，

当稀疏度达到 80时，OMP算法重构成功概率快速

下降，L1+IHT算法重构性能在稀疏度大于 100后也

明显下降，而本文 denoising OMP算法在稀疏度为

160时，重构成功概率仍然大于 95%，表明相同条

 

图 2  不同信噪比条件下重构性能对比 

 

图 3  不同稀疏度条件下重构性能对比 
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件下，本文去噪重构算法可重构信号的稀疏度范围

更广，性能更优。 

3.4 节指出压缩测量次数的增加，可以成倍降

低特征统计量
2

( )R i 的方差，提升稀疏信号频域每

个位置包含信号分量概率
i
p 的计算准确度，最终改

进本文算法重构性能。图 4给出了仿真验证，其中，

稀疏度 K=40，信噪比分别为 0 dB和−2 dB。通过仿

真曲线可以看出随着压缩测量次数的增加，重构性

能有较大改善，尤其是在信噪比较低的情况下，验

证了理论分析的正确性。所以，当本文去噪重构算

法性能不理想时，可以通过增加压缩测量次数进一

步改善算法重构性能。 

 

图 4  不同压缩测量次数条件下重构性能对比 

5  结束语 

压缩感知理论中噪声折叠现象的存在，直接造

成了传统重构算法对信号噪声的敏感性。针对以上

问题，本文提出一种基于选择性测量的压缩感知去

噪重构算法，从源头上抑制信号噪声的影响。首先

提出一种新的特征统计量，利用压缩测量数据，结

合概率统计知识推导得到该特征统计量概率密度

函数，之后利用 Bayes公式推导得到稀疏信号频域

各位置包含信号分量的概率，并基于此构造出噪声

滤波矩阵 P ，用于指导优化测量矩阵，实现有选择

地测量稀疏信号，抑制信号噪声，改善压缩重构性

能。本文还指出通过增加压缩测量次数可进一步抑

制信号噪声，改善压缩重构性能。仿真实验表明，

相比于传统重构算法，本文去噪重构算法具有更好

的重构性能，包括成功概率和归一化均方误差。本

文算法的应用环境为高斯白噪声，在更复杂的多径

衰落信道下如何有效构造噪声滤波矩阵有待进一

步研究。 
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